Razoes e proporcoes

Os numeros estao presentes na cultura humana ja ha muito tempo. Entdo é possivel
que certo dia, em algum lugar do Oriente alguém pode ter ouvido a seguinte negociagao

em lingua local:
— Dou-lhe dois camelos por cinco cabras.

— Isso é inaceitavel, mas posso Ihe dar trés camelos por dez cabras.

Nesse dialogo, tanto a proposta quanto a contraproposta exprimem relagcdes exatas
entre valores numéricos. A relagao sugerida na proposta — dois camelos por cinco
cabras — ndo pode exprimir o valor de um camelo em uma quantia inteira de cabras ou
vice-versa. Ora, ndo cabe dizer que cada cabra custa 0,4 camelos nem que um camelo
custa 2 cabras e meia, pois quem faria uma troca como essa? Ja na contraproposta —
trés camelos por dez cabras —, o valor de cada cabra, expresso em quantidade de
camelos, seria de 0,3 camelos, enquanto o valor unitario do camelo, expresso em
quantidade de cabras, teria que ser representado por uma dizima periédica, ou seja,
3,333... cabras.

Muito antes de dominar as notagdes decimais dos numeros néao inteiros, os antigos
comerciantes foram capazes de interpretar certas relagdes existentes entre dois
numeros inteiros e assim, estender o significado abstrato dos numeros criando os

conceitos de razio e propor¢ao numeéricas.

Assim, entende-se que as quantidades de cabras e camelos equivalentes nessa troca
comercial sdo proporcionais, respectivamente, a razdo de 2 para 5 na proposta e a
razdo de 3 para 10 na contraproposta. Também se pode entender que as quantidades
de camelos e cabras equivalentes sdo, respectivamente, proporcionais a razdo de 5

para 2 na proposta e a razao de 10 para 3 na contraproposta.

Seriam entdo, os numeros inteiros, suficientes para se estabelecer as razdes entre

quaisquer quantidades? E no caso das medidas geométricas?



As competéncias do Enem abordadas no estudo a seguir sédo

— Construir significados para os niumeros racionais.

— Construir nogdes de grandezas e medidas para a compreensao da realidade e a
solucao de problemas do cotidiano.

— Modelar e resolver problemas que envolvem variaveis socioeconémicas ou técnico-
cientificas, usando representagdes algébricas.

As habilidades do Enem abordadas no estudo a seguir séo

— Avaliar a razoabilidade de um resultado numérico na constru¢ao de argumentos sobre
afirmagdes quantitativas.

— Avaliar propostas de intervenc¢ao na realidade utilizando conhecimentos numéricos.

- Avaliar o resultado de uma medi¢ao na construgdo de um argumento consistente.

- Utilizar conhecimentos algébricos/geométricos como recurso para a construgao de
argumentacéo.

- Analisar informacdes expressas em graficos ou tabelas como recurso para a
construcdo de argumentos.

Razao

E muito comum que no estudo da matematica a palavra razdo seja tomada como
sindnimo de quociente. Porém a palavra raz&o possui muitos significados e, mesmo no
estudo da matematica, pode ser usada para exprimir uma diferenca, como por exemplo,
em “Nos ultimos anos, o PIB do pais vem crescendo a uma razao de R$ 200.000,00 por

ano. .

A palavra razdo vem do latim ratio que significa, literalmente, o “raio de um circulo”.
Entretanto, os romanos também usavam o termo ratio para traduzir do grego o termo
logos, que era usado para designar todo e qualquer processo légico da compreensao

humana.

Ainda hoje, ha termos juridicos ditos em latim, como por exemplo: ratio legis (razdo de
ser da lei) e ratio juris (razdo juridica) em que o termo ratio é traduzido pela palavra

razao. Nesses casos, o termo razdo significa motivo: Razao legal = Motivo legal

Entretanto, em ditados populares, como “o cliente sempre tem razao”, o termo € usado
para indicar que o cliente esta sempre correto. Os significados da palavra razdo também

podem abranger as ideias de certeza, corre¢ado e raciocinio légico.
Do latim “Ratio” também derivam os termos:

e Racional: (adjetivo) Coerente. Dotado de razdo. Que possui coesao, inteligéncia.

Que implica ponderag¢ao, bom senso.



e Racionar: (verbo intransitivo) Fazer raciocinios. Buscar a verdade com auxilio da
razado. Procurar compreender as relagdes entre coisas e fatos. Calcular.

Encadear argumentos e fazer deducoes.

e Raciocinio: (substantivo) Concatenacao de proposi¢coes deduzidas umas das

outras para chegar a uma conclusio.

e Racionamento: (substantivo) Distribuicdo de quantidades medidas, limitadas.

Divisdo em partes.

Desta forma temos que a palavra razdo também serve para designar a operagao

aritmética da divisao.

No estudo da matematica, sdo chamados de racionais os numeros que podem ser
expressos na forma de uma fragado de termos inteiros. Como toda fragao indica a divisao

do seu numerador pelo seu denominador, temos que cada numero racional em si € um

quociente de dois inteiros. Por isso o uso da letra Q para indicar o conjunto dos
numeros racionais.

Além disso, no contexto matematico, a palavra razao pode indicar duas formas distintas

de comparacao de valores numéricos:

Uma dessas formas de comparacéao consiste em avaliar quanto um dos nimeros excede

o outro. Nesse caso, a razdo dos valores comparados € obtida por meio da subtracdo.

Exemplo 1: Suponha que o valor atual de uma obra de arte seja de 10 mil reais e que
esse valor aumente segundo uma razao de 2 mil reais a cada ano. Nesse caso, a
sequéncia (10, 12, 14, 16, 18), que indica, em milhares de reais, os valores dessa obra

de arte em um periodo de cinco anos, € uma progressao aritmética de razao 2.
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A outra forma de comparagao entre dois niUmeros avalia sua relagao de multiplicidade
que significa a quantidade de vezes que um dos valores cabe no outro, obtendo assim,
a razao entre os valores comparados por meio da divisdo. Este tipo de razao pode ser
indicado por palavras como: “dobro”, “triplo”, “metade”, “terco” ou por expressdes do

tipo: “o quintuplo de”, “a quinta parte de” etc.



Exemplo 2: Suponha que, em certa regido, a populagao atual de uma determinada

espécie seja de 100 individuos e que essa populagao duplique a cada ano. Nesse caso,

a sequéncia (100, 200, 400, 800), que indica o numero de individuos dessa populacao

no periodo de quatro anos, € uma progressdo geométrica de razao 2.
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A terminologia matematica faz uso da palavra razdo principalmente como sinénimo de

quociente, ou seja, para designar o resultado de uma divisdo. Uma excegéo é feita, por

exemplo, no estudo das progressdes aritméticas em que a palavra razdo significa a

diferenca entre dois termos consecutivos.

Veja, a seguir, trechos de alguns enunciados de questdes das provas de Matematica e

suas Tecnologias e de outras areas do conhecimento do Enem, nos quais esta presente

a palavra razgo:

—

“A razao que representa a quantidade de cadeiras reservadas do setor 3 em
relagao ao total de cadeiras desse mesmo setor é:”

(ENEM 2013 prova de matematica)
“Para Platdo, o que havia de verdadeiro em Parménides era que o objeto de
conhecimento é um objeto de razao e ndo de sensacgéo...”

(Enem 2012 prova de matematica)
“A eficiéncia das lampadas pode ser comparada utilizando a razao, considerada
linear, entre a quantidade de luz produzida e o consumo. ...”

(Enem 2012 prova de ciéncias da natureza)

. sofreram transformagdes em seus principios filoséficos em razao de sua
disseminacao pelo mundo.”

(Enem 2011 — prova de linguagens)
“... Considerando-se os chuveiros de modelos A e B, funcionando a mesma
poténcia de 4400 W, a razdo entre as suas respectivas resisténcias elétricas, Ra
eRs, ..

(ENEM 2011 — prova de ciéncias da natureza)

“... Qual a razao entre o didmetro aproximado do olho humano, suposto pela
professora, e o didmetro do espelho primario do telescopio citado?”

(Enem 2010 — prova de matematica)
“...A eficiéncia de um processo de conversao de energia é definida como a razao
entre a producao de energia ou trabalho util e o total de entrada de energia no
processo.”
(ENEM 2009 - prova de ciéncias humanas)



Razao simples

As razdes simples sdo numerais que resultam da comparacédo entre grandezas de
mesma unidade. Se esta comparacao for feita por meio de subtragdo, entdo o valor
comparativo € chamado de variagdo e tem a mesma unidade das grandezas
comparadas. As variagdes de grandezas de mesma espécie costumam ser indicadas
com o simbolo A. Mas, se a comparagao for feita por meio da divisdo, entao o resultado
comparativo é adimensional, pois indica apenas a relagdo de multiplicidade entre os

valores comparados.

Para exemplificar as razdes de comparacgao por meio de subtragbes, considere o texto

a seguir:

Exemplo 3: A populagéo atual do planeta ja atingiu a marca dos 7 bilhbes e continua
crescendo. Segundo a ONU, para obter reequilibrio entre indices de natalidade e
mortalidade, a média mundial de filhos por mulher teria de baixar de 2,5 para 2,1. Se
isso acontecer, a estabilizagdo demografica sera alcangada somente no século XXII,

quando a populagdo do planeta atingira a marca de 10 bilh6es de pessoas.
As informagdes fornecidas neste paragrafo permitem responder as seguintes perguntas:

a) Qual é o aumento estimado da populagédo mundial até que se atinja a estabilizacao

demografica?

Para responder a essa pergunta, deve-se calcular a diferenca entre a estimativa dada
para a populagdo mundial no século XXIl e a populagao atual. Assim, sendo xf = 10

bilhdes a estimativa e x; = 7 bilhdes a atual, temos:
AX = xr — X1 = 10 bilhées — 7 bilhées = 3 bilhdes
Portanto, o aumento estimado da populagdo mundial € de 3 bilhdes de habitantes.

b) Quanto deve ser a variagao da média de filhos por mulher necessaria para reequilibrar

os indices de natalidade e mortalidade?

Para responder a essa pergunta, deve-se calcular a diferenga entre as duas médias
mundiais de filhos por mulher. Assim, sendo ya = 2,5 a atual e ys = 2,1 a de reequilibrio,

temos:
Ay=yg—-ya=21-256=-04

Portanto, a média deve diminuir de 0,4 unidades (filhos por mulher).



Exemplo 3: Para entender as razdes de comparagao por meio de quociente, considere

a seguinte tabela de precgos:

Ano | Prego do barril de petroleo

1973 Uss$ 3.00

2013 Us$ 100.00

As informacbes fornecidas pela tabela permitem responder a seguinte pergunta:

Quantos barris podiam ser adquiridos em 1973 pelo preco de um unico barril em 20137

Para responder a essa pergunta, basta calcular o quociente entre o prego em 2013 e o
preco em 1973, mas como essa razdo nao é expressa por um numero inteiro, pois

100
7:33,333..., € comum que se dé como resposta um valor inteiro aproximado, ou

seja: 33 barris.

Em provas de diversas areas do conhecimento, como matematica, fisica e quimica,
comparagdes por razdes simples sdo muito solicitadas e € bastante comum que sejam
dadas informagdes sobre as quantidades de vezes que certas grandezas contém outras

de mesma espécie, e se questione a respeito.
Para exemplificar essa situagcao vamos resolver e discutir a seguinte questao.

Questao do Enem 2010 — A disparidade de volume entre os planetas é tao grande que
seria possivel coloca-los uns dentro dos outros. O planeta Mercurio € o menor de todos.
Marte é o segundo menor: dentro dele cabem trés Mercurios. Terra € o Unico com vida:
dentro dela cabem sete Martes. Netuno € o quarto maior: dentro dele cabem 58 Terras.

Jupiter € o maior dos planetas: dentro dele cabem 23 Netunos.
Revista Veja. Ano 41, n°® 25, 25 jun. 2008 (adaptado).
Seguindo o raciocinio proposto, quantas Terras cabem dentro de Jupiter?
a) 406
b) 1.334
c) 4.002
d) 9.338

e) 28.014



Do ponto de vista geométrico, as informagdes apresentadas sdo razbdes entre os
volumes de alguns planetas, e o que se solicita € uma outra razao simples entre as
grandezas desses volumes, afinal, ndo seria, fisicamente, possivel colocar um planeta
dentro do outro! Veja, a seguir, um processo para a interpretacao matematica e
resolucédo da questéo.

Como nenhum volume é fornecido explicitamente, uma modelagem algébrica é
recomendavel: partindo-se de atribuicbes literais para representar os volumes dos
planetas Mercurio, Terra, Marte, Jupiter e Netuno pelas siglas Me, Te, Ma, Ju e Ne,
respectivamente, pode-se expressar, em linguagem matematica, cada razao
mencionada no enunciado:

“ 4 ~ A 9 Ma
e “Marte € o segundo menor: dentro dele cabem trés Mercurios”. — =3;
(¥

“* 74 ’ H H ” Te
e “Terra € o Unico com vida: dentro dela cabem sete Martes”: Ma =7;

a

e “Netuno é o quarto maior: dentro dele cabem 58 Terras”: % =58;

€

e “Jupiter é o maior dos planetas: dentro dele cabem 23 Netunos”: I{Tu =23.

€
Agora, basta observar qual é a razado solicitada: “quantas Terras cabem dentro de

.. ” . . Ju L. . .
Jupiter?”, ou seja, o valor da razéo To Perceba que s6 ha a necessidade de se analisar
(§

~ Ne Ju . T “ »
as razoes Te © Ne pois quando multiplicadas, ocorre o “cancelamento” do volume do
€ €

planeta Netuno:

Logo, ;—u =58-23=1.334 (Alternativa B).
€

Argumentos consistentes

As relagbes matematicas de ordem crescente e decrescente permitem construir
argumentos consistentes com extrema eficiéncia. Por isso, sdo muito usadas em

questdes de multipla escolha.

Do ponto de vista l6gico, um argumento deve ser considerado consistente n&o por ser

verdadeiro, mas, sim, por estar de acordo com as informagdes dadas pelo enunciado



mesmo que elas sejam falsas. Além disso, ha margens do bom senso para

aproximagdes numeéricas.
Observando o Exercicio resolvido anterior e que a razao entre os numeros 23 e 7 esta

proxima de 3, ja que ?:3,285714, pode-se considerar um argumento consistente a

afirmacao de que: “Cabem trés vezes mais Netunos em Jupiter do que Martes na
Terra.”. Ou seja, naquela questéao, as relagdes de ordem “menor que <” e “maior que >”
aplicadas aos valores das razdes entre os volumes dos planetas geraram argumentos

consistentes como:
Cabem mais Netunos em Jupiter do que Martes na Terra.

Isto se justifica, pois, se % =7 e J_u: 23 sao dados corretos, como 23 > 7 também é,

a Ne

entao a afirmacgao deve ser considerada um argumento consistente.

Razao composta

Quando sao comparados, por meio de quociente, dois numerais que indicam
quantidades de espécies diferentes, o valor comparativo obtido ndo indica uma razao
de multiplicidade. Razées como essas geram grandezas compostas e toda razéo
composta deve vir acompanhada de suas unidades especificas, muitas vezes

designadas em palavras em uma forma de texto do tipo:

“espécie 1 por espécie 2”

Taxas periddicas e concentragoes

Algumas razdes compostas sao interpretadas como taxas médias de variagdo por
unidade de tempo, conhecidas como taxas periddicas, e outras como concentragdes

médias por unidade de espaco.



Exemplo 5: Para entender uma razdo composta peridédica, considere novamente a

seguinte tabela:

Ano | Prego do barril de petréleo

1973 Us$ 3.00

2013 Us$ 100.00

Observe que as grandezas relacionadas nessa tabela sao de espécies diferentes:

temporal e monetaria.

As grandezas temporais sdo as datas, em anos:

x1=1973 e x2 = 2013.

A variagdo de grandeza temporal é um periodo, em anos:

AX = X2 — X1 = 2013 — 1973 = 40 anos

As grandezas monetarias s&o os precos, em dolares:

y1=3ey2=100

A variacdo de grandeza monetaria € um aumento, em dolares:
Ay =y —y1 =100 - 3 = 97 déblares.

A partir das variagbes de grandezas temporal e monetaria, pode-se obter uma grandeza
composta por quociente, que indica a taxa média de variagdo anual do preco do barril

de petroleo, em ddlares:

Ay _ 97 ddlares

=2,425 dolares/ano
Ax 40 anos

E importante observar que a taxa periddica encontrada no exemplo anterior é apenas
uma média, o que nao significa, necessariamente, que 0 aumento ocorreu da mesma

forma em cada ano.

Exemplo 6: Outro exemplo de grandeza composta por quociente é a densidade
demografica. Trata-se de uma grandeza relativa ao espago e ndao ao tempo. Por isso,
nao exprime algo periédico, mas, sim, uma concentragcédo. Nesse caso, de pessoas por

unidade de area.

Para se obter a densidade demografica de uma regido, basta que se efetue a divisdo do
numero de habitantes do local pela sua area, normalmente em quildmetros quadrados.

Assim, como, segundo o IBGE, em 2014, o Brasil possuia pouco mais de 202 milhdes



de habitantes e o territério brasileiro estende-se por, aproximadamente, 8,5 milhdes de
quildbmetros quadrados, basta que se efetue a divisdo de 202 por 8,5, para se concluir
que a densidade demografica do Brasil, em 2013, era de, aproximadamente, 23,8

habitantes por km?.
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Fonte: IBGE, Pesquisa Nacional por Amostra de Domicilios 2008 47,8 hab J/km?

Proporgao é o nome dado a toda relagao de igualdade entre duas razdes. As sentencas

do tipo
a:b=c:d

sdo proporgoes que podem ser lidas como “a razao de a para b é igual a razdo de ¢

para d” ou simplesmente “a esta para b como ¢ esta para d”.

Do ponto de vista aritmético, propor¢gées como essa informam que as divisdes de a por

b e de ¢ por d geram 0 mesmo quociente q, ou seja,

=

I
o

I
e

Nomenclatura

Como cada razdao é formada por dois termos, antecedente (numerador) e
consequente (denominador), toda propor¢ao fica formada por quatro termos, sendo
que o antecedente da primeira razdo e o consequente da segunda sdo chamados de
termos extremos e os demais sdo chamados de termos médios.

a (I°termo): antecedente da 1? razdo;
a ¢ b (2°termo): consequente da 1? razdo;

b d |c(3°termo): antecedente da 2? razdo;

d (4°termo): consequente da 2% razdo.



Propriedades algébricas das proporcoes

e Produto cruzado: O produto dos termos extremos ¢é igual ao produto dos termos

médios.

2-S=ad=cb
b d
e Simplificagcdo: Pode-se dividir ambos o0s antecedentes ou ambos os

consequentes por um mesmo numero real nao nulo.
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e Proporgoes equivalentes: Ha oito maneiras de se representar uma mesma

proporgao.
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e Nova razao: A raz&o entre a soma dos antecedentes e a dos consequentes de

uma proporg¢ao € equivalente as razées que compdem essa proporgao.

c_a+c
d b+d

a

b

e Nova proporcdo: De uma proporcdo original, substituem-se ambos os
antecedentes, ou ambos os consequentes, pela soma dos termos de suas

respectivas razdes.

a_c a+b c+d
b d b d
a ¢ a c
_:_© =

b d a+b c+d



Grandezas proporcionais

Vimos, até aqui, que propor¢do € uma igualdade entre duas razdes, ou seja, sao dois
quocientes de origens distintas que devem produzir 0 mesmo resultado real. Por isso,
os termos usados para exprimir razées como: “dobro”, “metade”, “quintuplo” ou “quinta
parte” podem ser também usados para expressar a proporcionalidade entre duas

grandezas.

Se, por exemplo, quando o valor de uma grandeza duplica, o da outra relacionada
também duplica, ou, entédo, quando o de uma quintuplica, o da outra também quintuplica
e, assim, por diante, dizemos que essas duas grandezas sao diretamente proporcionais
(GDP). Ja, se quando o valor de uma delas duplica, o da outra cai pela metade, ou,
entdo, quando o de uma quintuplica, o da outra cai para a quinta parte, e, assim, por

diante, dizemos que essas duas grandezas sao inversamente proporcionais (GIP).

Observe o exemplo da idade de um pai que aumenta enquanto a idade de seu filho
também aumenta. Repare que o crescimento simultdneo de grandezas néao significa,
necessariamente, um crescimento proporcional, visto que, nesse exemplo, isso nao
acontece proporcionalmente, pois, no periodo necessario para que a idade da crianca
duplique, ndo é, necessariamente, suficiente para que a idade de seu pai também

duplique.

Da mesma forma, o simples crescimento de uma grandeza que acarreta uma queda nos
valores de outra, ndo é, necessariamente, suficiente para se caracterizar crescimentos
de proporgéo inversa. Se, por exemplo, alguém sair de casa com R$ 400,00, levando
parte desse dinheiro nos bolsos e a outra parte em sua carteira, entdo, sempre que essa
pessoa tirar dinheiro da carteira e coloca-lo nos bolsos, a quantidade de dinheiro da

carteira diminui e a dos bolsos aumenta, mas isso ndo acontece de forma proporcional.

Grandezas diretamente proporcionais (GDP)

No estudo sobre os valores de duas grandezas distintas, X e Y, envolvidas em

um mesmo fendbmeno, afirma-se que X e Y sdo grandezas diretamente proporcionais
~ : Y ; .
sempre que houver, entre elas, uma relacédo do tipo: fzk’ em que o numero k é a

constante de proporcionalidade.

A unidade e o significado da constante de proporcionalidade dependem das unidades e

significados das grandezas X e Y. Do ponto de vista algébrico, essas constantes de



proporcionalidade podem ser interpretadas como coeficientes de fungdes lineares.

Observe:

Yok = v=kX

X
Os graficos das fungbes lineares sao representados por retas que, necessariamente,
passam pela origem do sistema cartesiano. Dessa forma, a constante k pode ser
comparada ao valor da tangente do &ngulo de inclinagéo da reta em relagdo ao eixo das
abscissas (Ox). Além disso, as fungdes lineares obedecem a regra de trés simples e
direta, que diz ser constante o produto cruzado entre os elementos de dois pares

ordenados (X, y).
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No estudo da geometria, por exemplo, o comprimento de uma circunferéncia é
diretamente proporcional ao comprimento de seu didmetro, e a constante que
estabelece esta relacéo de proporcionalidade € indicada pelo nimero n. Assim, estando
os comprimentos da circunferéncia e do didmetro em uma mesma unidade de medida,

tem-se:

[circunferéncia] = m-[didmetro]

Como o comprimento do diametro de uma circunferéncia mede a dobro de seu raio,

essa relacido pode ser expressa por:

[circunferéncia] = 2-m-[raio]



Vejamos, agora, 0 que ocorre com os arcos de uma circunferéncia:

O comprimento de um arco de circunferéncia é diretamente proporcional a duas outras
grandezas: a medida do angulo central e 0 comprimento do raio da circunferéncia que
contém o arco. Sendo assim e considerando as menores medidas de arco e de angulo

central, tem-se:

[comp( AB )] = k - [med(AOB)] - [raio]

Se, tanto o comprimento do arco, quanto o do raio estiverem na mesma unidade e a

medida do angulo estiver expressa, em graus, teremos: k = 130°

Exemplo 7: O comprimento, em metros, de um arco de 40° em uma circunferéncia de

6 metros de raio €, numericamente, expresso por:

T 4006=2F 242
180° 3

Ou seja, aproximadamente, 4,2 metros.
Grandezas cujas variagoes sao diretamente proporcionais (GVDP)

A variagdo de uma grandeza também é representada pela letra grega A (delta
maiusculo). Assim, quando uma grandeza x varia de um valor inicial, x1, para um valor
final, x2, indicamos essa variagao por

AX = X2 — X1,
que representa a diferenca entre o valor final e o valor inicial da grandeza x durante essa
variagao.

Os graficos das fungbes que relacionam duas grandezas que tém variagdes
proporcionais sdo representados por retas que podem ndo conter a origem do sistema

cartesiano. Isso acontece com as fungdes de primeiro grau do tipo:

y=ax+b,emquea#0eb#0.



Nestes casos, a regra de trés simples pode ser aplicada apenas as variagdes das

grandezas.
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Grandezas inversamente proporcionais (GIP)

Afirma-se que X e Y sao grandezas inversamente proporcionais quando houver, entre
elas, uma relacao do tipo: Y -X =k, em que a constante de proporcionalidade k é
diferente de zero, o que exclui a possibilidade de que alguma das grandezas

: , . k
relacionadas seja nula. Sendo assim, tem-se: Y =—

X

Os graficos das fungbes desse tipo sao representados por um ramo de hipérbole e,
neste caso, a regra de trés simples e inversa afirma ser constante o produto direto

das informagdes de um mesmo par ordenado (X, ).
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Em relagao as aplicacbes geométricas da proporcionalidade inversa, considere que uma
determinada empresa produza embalagens cilindricas de mesma capacidade, mas com
diferentes proporgdes entre a area da base e a medida da altura. Nessa situacao, as
grandezas envolvidas s&o inversamente proporcionais, assim se duas embalagens A e
B sdo tais que a embalagem A tem o dobro a altura da embalagem B, entado a area da

base da embalagem A deve ser igual a metade da area da base da embalagem B.

E =

Embalagem B

Embalagem A
Abordagem algébrica da regra de trés composta

e Se uma grandeza A diretamente proporcional a grandeza B, ento:
A=k, -B, k>0
e Se uma grandeza A inversamente proporcional a grandeza C, entdo.

A:kz-é, k,>0

e Se uma grandeza A diretamente proporcional a grandeza B e inversamente
proporcional a grandeza C, entao:
B
A=k;-—, k;>0

C

e Se uma grandeza A diretamente proporcional as grandezas B e C, ento:
A=k,-B-C, k,>0

e Se uma grandeza A inversamente proporcional as grandezas B, C e D, entéo:

A:ks'ﬁ, k5>0

e Se uma grandeza Y diretamente proporcional as grandezas M e N e
inversamente proporcional as grandezas P, Q e R, entao:

M-N

Y=k ——, k>0

P-Q-R
Além das grandezas envolvidas no estudo da proporcionalidade, sempre ha um numero
real k, chamado de constante de proporcionalidade que serve para relacionar
adequadamente os valores dessas grandezas em uma determinada expressao

algébrica

O modelo matematico de analise das variagdes de grandezas proporcionais, estudado
nesse capitulo, é de fato um dos mais aplicados pelas demais ciéncias exatas como a
Fisica ou a Quimica, por exemplo. Mas, esse modelo também pode ser util em situagdes

mais prosaicas como a de criar galinhas.



Imagine que o dono de uma pequena granja deva comprar ragado periodicamente para

alimentar suas galinhas adultas.

O numero de galinhas adultas em uma granja é variavel. Esse nimero pode aumentar,
pois em algum momento as jovens galinhas tornam-se adultas, mas também pode

diminuir, uma vez que as galinhas adultas serdo abatidas ou vendidas.

A quantidade de ragao comprada também pode variar em cada pedido de acordo com

a vontade do granjeiro ou a disponibilidade para entrega de seus fornecedores.

Assim, o tempo entre uma compra e outra deve oscilar de acordo com as variagdes das

quantidades de galinhas e racdo comprada.

Embora seja bastante comum supor que as grandezas envolvidas nessa situacao
tenham relagdo de proporcionalidade, o método cientifico recomenda que essa
suposicao seja verificada antes da aplicagédo do modelo matematico. Entao, imagine
agora que o dono dessa granja e fez uma tabela comparando as trés grandezas

envolvidas para testar a hipotese da proporcionalidade:

Numero de Quantidade de racao Tempo de duragao da
galinhas adultas comprada ragcao comprada
60 120 kg 24 dias
60 180 kg 36 dias
60 80 kg 16 dias
90 120 kg 16 dias
90 60 kg 8 dias
45 60 kg 16 dias

Para verificar a relagao de proporcionalidade entre duas dessas trés grandezas, basta
observar um par de linhas da tabela que apresentem o mesmo valor para a terceira

grandeza envolvida. Assim:

1. Verifica-se a relacao de proporcionalidade entre o numero de galinhas adultas e
a quantidade de racdo comprada, observando-se duas linhas da tabela com o

mesmo valor para o tempo de duragéo da ragdo comprada.



2. Verifica-se a relagao de proporcionalidade entre o numero de galinhas adultas e
o tempo de duragdo da racdo comprada, observando-se duas linhas da tabela

com o mesmo valor para a quantidade de ragdo comprada.

3. Verifica-se a relacdo de proporcionalidade entre a quantidade de racgao
comprada e o tempo de duragao da ragdo comprada, observando-se duas linhas

da tabela com o mesmo valor para o numero de galinhas adultas.

Se as grandezas envolvidas no problema estabelecerem de fato alguma relagéo de
proporcionalidade, entdo essa relagao podera ser verificada observando-se qualquer
par de linhas da tabela que tenham um mesmo valor para uma das grandezas

envolvidas.

As duas primeiras linhas dessa tabela mostram, por exemplo, que com o0 mesmo numero

de galinhas, as quantidades de racdo comprada e seus respectivos tempos de duracéo

sao diretamente proporcionais, pois tanto os numeros 120 e 180 quanto os numeros 24
120 24 2

e 36 estionarazdode2 para3: —=—=—.
180 36 3

Essa mesma relagdo de proporcionalidade pode ser observada comparando-se a quarta
€ a quinta linha da tabela, pois elas mostram que com um mesmo numero de galinhas,
o tempo de duragéo da ragdo comprada cai pela metade quando a quantidade de racéo

comprada também cai pela metade.

As duas ultimas linhas dessa tabela mostram que o nimero de galinhas adultas na
criacdo e o tempo de duragdo da racdo comprada sido grandezas inversamente
proporcionais, pois com a mesma quantidade de racdo comprada, o tempo de duragao

da rag&do comprada duplica quando o numero de galinhas cai pela metade.
Assim, sendo:

¢ N = numero de galinhas adultas na criagdo

e R = quantidade de racdo comprada

e At =tempo de duragédo da ragdo comprada

Temos que:
e At e N sdo grandezas inversamente proporcionais.
e At e R sdo grandezas diretamente proporcionais.

R
Entao, existe uma constante de proporcionalidade k positiva tal que: At =k N .



Agora, basta escolher uma linha qualquer da tabela para se obter o valor de k. Entao,
dos valores apresentados pela primeira linha da tabela temos que:

24=k-g < k=12.
60

R
Feito isso, o dono da granja obtém a formula At =12-§, que pode ser verificada em

cada linha da tabela, mas que também serve para prever o tempo de duragao da ragao
comprada de acordo com a quantidade comprada e o niumero de galinhas adultas na
granja. Assim, por exemplo, se o houver 50 galinhas adultas na granja (N = 50) e apenas

100 kg de racao disponivel no estoque (R = 100), essa ragao se esgotara em:

At=12-5=12-@=12-@=12-2=24dias
N 50 50

Com essa previsao, o granjeiro pode se preparar melhor, do ponto de vista financeiro,

para suas proximas compras, por exemplo.
Aplicando proporgdoes compostas nas ciéncias da natureza

No estudo da Quimica ha uma importante relacdo de proporcionalidade entre as
grandezas associadas aos gases ideais: a pressdo que um desses gases exerce no
recipiente que o contém é diretamente proporcional a sua temperatura absoluta e a sua
quantidade de matéria dentro do recipiente, mas é inversamente proporcional ao volume

que ocupa, ou seja:

[quantidade de matéria]-[temperatura]

[pressao] = k-
[volume]
A expressao utilizada, em Fisica, para se calcular a velocidade média, v, de um corpo

em movimento é

_AS

VA



sendo AS o deslocamento do corpo e At o intervalo de tempo em que esse deslocamento
acontece. Observe que, nesta expressao, temos a constante de proporcionalidade
sendo k = 1, mas isso s6 acontece se a unidade de medida da velocidade média estiver
de acordo com as unidades em que foram medidos o deslocamento e o intervalo de

tempo.

Do ponto de vista da matematica, estamos mais preocupados com a obtencdo dos
numerais que indicam corretamente medidas de grandezas, do que com a adequagao
das unidades quimicas e fisicas. Por isso, para expressar as relagdes algébricas, sem
a preocupacdo com esta adequacdo de unidades, ha uma notacao particular das
equacgdes, que se usa de palavras ou abreviagdes escritas entre colchetes nos lugares
dos termos algébricos, como foi feito anteriormente nos exemplos da geometria e da
quimica. Com esta notacao particular, pode-se, por exemplo, relacionar a velocidade
média, em quildmetros por hora, o deslocamento, em metros, e o intervalo de tempo,

em segundos, com a expressao:

[deslocamento]

[Velocidade rnédia] = 3,6 —
[1nterva10 de tempo]



